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研究ノート
生産費利潤および供給対応
ーアロー＝ハーン「一般競争分析』研究 (5)-
神 保 郎
前回に述べた生産可能集合，可能生産配分集合に基礎をおいて供給対応を導出する。こ
こで個々の企業の生産可能集合を Y1とし，次の仮定を満たしているものとする。
仮定1(不活動の可能性）
oEYf 
仮定2
巧は閉集合である。
仮定3
巧は凸集合である。
仮定4
Y1は有界である。
これらの4つの仮定が与えられた場合， s,.が n次元の基本単体であるとすると，ある
与えられた PESnに対して町の連続写像 P町は巧の上で最大値に到達しうる。な
ぜならば．巧は仮定4により，有界な集合である。また仮定2により閉集合である。し
たがって巧は compactな集合である。また P町は Y1Eだから R-への連続写像
である。したがって Weierstrassの定理により， この写像は値城内に最大値と最小値を
持つ。
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Weierstrassの定理
f:X→Y が連続な実数値写像であり， Xが compactな集合であるとしよう。そうす
ると f(X)は最大値と最小値を持つ。
ここで企業fの利潤関数を PYtを使って定義しておこう。
定義1
町が企業fの利潤関数であれば
1r:,(p)=max PYt 
YJEYJ 
である。
仮定1により OE巧。したがって町(p)がマイナスとなるような町は使用されな
い事になる。最低の利潤をもたらす activityは 0 となり，町(P)=Oが最小値である。
他の activityにはプラスの利潤を生み出すものがあるであろうし，この事情は Pが Sn
の中を色々と変化してもやはり正しい。したがって号pESnに対して町(P)20が常に
成立するものと考えてよい。 この場合仮定 1は Y1の産出量の下限と投入量の上限を設
定し巧がcompactな集合になるのを保証すると同時に， 利潤が non-negativeとな
るのを保証している。
定義2
巧(p)が企業 fの供給対応を示すものとすれば， Y1(P)= {YJ I PY1=町(p),Yt巴
巧｝となる。
ここで投入物・産出物の全ての価格が与えられた場合， PYtを最大にする Ytの集合
を供給対応としている。的には産出量ばかりではなく投入量も含まれているから， Y1 
(P)は産出物の供給を示すと同時に投入物の派生需要を示している点に注意して欲しい。
max p的が利潤であるのは Pはnon-negativeであるけれども，町の成分でプラスの
YtEYt 
ものは産出量，マイナスのものは投入量を示しているからである。したがってPむ＝（総
収入）一（総費用）となっており， pが与えられた場合 P町を最大にするものが利潤と定
義されたのである。
定理1
｀ 巧が有界であるとすれば， (a)冗(p)は品の上で連続の凸関数であり， (b)それぞれの
130 
生産費，利潤および供給対応（神保）
P に対して巧(p)は凸集合である。
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証 明
(a)冗／はスカラーであるから，町(p)はPの関数であって対応とはならない。凸関数
であるのを証明するために基本単体ふに所属している 2つの要素 P,p'を任意に選ぶ。
p(a)=ap'+(l-a)p, o~a~1 とおき， Y1EY1(P), 町'E巧(p'),YtmE巧〔p(a)〕と
する。すなわち価格 Pのとき最大利潤を生み出す産出量は町であり， p'のときは，
町',P(a)のときは町“である。だから Pのとき町以外の activityでは利潤は少
なくなる。すなわち
冗f
?
三!~(,!
I 
p' ? P(a) ー ?
?
PYtaiS:P約'• p'町ai:s;:p'y/
第1の不等式に (1-a)を掛け，第2式に aを掛けて加えれば
(1-<t,)p町ai:s;:(1-,-ct,)p町
ap'町“ ct,p'y'I 
{ (1-a)P+ap')町(]/J~(l-ct,)p町+ap'町'
＋） ~ 
p(a;) = (1-a:)p+a:p'だから
p(a:)町()(,:5:(1-a:)p町+a:p'町'
利潤の定義から
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町〔p(ct)〕::;:(1-ct)町(p)+ct町(p')
したがって町(p)は凸関数である。これを図示すれば図1のようになる。ただし，冗戸
{ (1-ct)P+ctp') Y 1"', ir:2= (1-ct)p的+ctp'的’である。
次に町が連続であるのを証明する。 {pV)が Poに収束する点列であるとする。品が
基本単体であり，したがって compactな集合体であるから必ずそのような点列と集積点
pOE品が存在する。各μ に対してリIv巴巧(pりであるとする。すなわちがに対し
て pV的を最大にする activityが Y/である。だから
pvy/2:Pツ巧 for ¥ 底 ,N
ただし N は indexsetである。巧が compactであるから点列 {Ytツ）は必ず有界で
なければならない。もしそうでなければ {y/)の成分のうち士00となるものがあり， Y1
が compactであるのと矛盾する事になる。適当な部分列を取り，その集積点を切° とす
れば，む゜巴巧であり利澗の定義から
P゜切゜ 2:PoリI -VYtEYt 
となる。が→p知 Y/→む° となるから，また利潤の定義から町(pO)=P゜釘° となるから
が→pOになれば，町(pV)→町(pD)となるのが証明される。すなわち町(p)が連続関
数であるのが証明された事になる。
(b)次に供給対応巧(p)が任意に与えられた P巴品に対して凸集合になるのを証明す
る。リf,Y/巴巧(p)を選べば， o::;:a::;:1に対して
町 (ct):=ct町+(1-ct)町'
とおく。 ここで Y1(ct)がやはり巧(p)に所属するのが証明されれば， Y1(P)は凸集
合である。巧と巧(p)とは全く異なる集合である点を先ず指摘しておきたい。 Y1は
生産可能集合であり，巧(p)は供給対応である。仮定3から Y1は凸集合である。した
がって
町 (ct)巴Y1
したがって， これと P との内積を求めると
Pリ1(ct)=ctPむ+(1-ct)p町＇
=ct町 (P)+(l-ct)PY/
町＇は町と共に巧 (p)の要素であるから， pが与えられたとき切＇はリ／と同じ水
準の利潤を生まねばならない。したがって
ゆえに
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P町(a)=a町(p)+(l-a)町(p)=町(p)
均が凸集合だから ・11,Ca)E巧であったから，定義2より町(a)EY1(P) となる。
すなわち町，町'EY1(P)の2点間を結ぶ線分上の任意の点が全て Y1(P)の要素とな
るのが証明された。したがって Yf(p)は凸集合である。ロ
巧が狭義の凸集合であると仮定してよい場合には，結果は狭義のものとなる。ただ
し，この場合には経済学でよく利用される constantreturns to scaleの場合が除外され
る事になる。 Yiと Yiと Y1に所属する任意の要素に対して o<a<1である場合
町 (c:t)=c:tuJ1+(1-c:t)ザを狭義の凸結合と言う。町(ct)が常に均の内点であれば集
合は狭義の凸集合である（図2)。
□ QC> 
凸集合 狭義の凸集合 。
非凸集合
こ口 □
非凸集合 非凸集合
図 2
また巧が無償処分の仮定を満足していれば， YtE巧であって町I5:_町であれば
町'E巧となる。産出量がプラスで，投入量がマイナスで示されているのを思い出せば，
図3より投入量知で産出量必1を得ても必1をいくらでも無料で捨てられるのである
し知よりも多く投入しても，生産に使用せず，捨て去る事も可能である。曲線 OAで
示される生産関数があったとすれは無償処分の仮定を導入すれば，生産可能集合は領域
巧に広がる．のである。また activity町は全てプラス:,_あるいはマイナスの数字で埋
まっているとは限らず，ゼロとなっている成分も存在する。しかし，たとえ，ある財の投
入量・産出量が activityの上でゼロであっても， それを購入しておいて，実は使用せず
133 
134 闊西大學「継清論集」第35巻第1号 (1985年5月）
?
? ?
図 3
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Yi 
図 4
無償で捨て去る事も可能である（図4)。個々の企業について考察する場合，町．のうち
ゼロの成分だけ activityの次元を落して取り扱うのも可能であった。 しかし無償処分の
仮定を導入すれば，経済全体について考えておく必要と相まって財空間の全次元を持った
activityを常に考えることになるのである。
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定理2
巧が有界で狭義の凸集合であって無償処分の条件を満たすものであるとしよう。そう
すると， (a)町(p)は狭義の凸関数であり， (b)巧(p)は1つ1つ＇の Pに対してただ1つ
の要素しかもっておらず， したがって関数町(p)として表現出来る。
定理1と比べると生産可能集合 yfが狭義の凸集合である点と無償処分の仮定が追加
されている。その結果得た結論は町(p)が狭義の凸関数となり， Yf(P)は対応ではな
くて one—to-one mappingである関数町(p)として表現されるのである。
証明
(b)の証明
ある Pに対して巧(p)に所属する2つの activity町と町’があると仮定する。
町=fy/とすれば背理法により矛盾が生じ， pが1つ与えられれば， それに応じて Y1
(p)の要素が1つだけしかないのが証明される。
”町'EY1(P),Yt=fY/とする。 o<a<1に対して町(ct)=ct町+(1-ct)町’は定
理の仮定により Y1が狭義の凸集合であるから， Y1に所属し，しかも内点である。そう
すると
町"}>町(ct),町0EY1
となるような町”が存在する（図5)。町(ct)は内点であるから， 境界と内点の間に 1
点を取る事が出来， このように主張しうる。ただし， 町”が境界上の点であるとは限ら
ない。 P>oであるから，次の不等式が成立する。
P町">P町'(ct)=町(p)
最後の等式が成立するのは定理1(b)によって Y1(P)が与えられた価格ベクトル Pに対
して凸集合となり
P町(ct)=ctp町+(1-ct)p町'
=ct町(P)+(l-ct)町(p)=町(p)
となるからである。定義により町(p)=maxp町であるにもかかわらず， 同じ価格ベク
トル Pに対して P町">町(p)となり矛盾する。ただし問題になっている財の価格のう
ち少なくとも 1つは正である。 Pに対して同じ水準の利潤を生み出す町が2つあると
したので， すなわち Yt,Yt,E巧(p)としたのでこのような矛盾が生じたのである。し
たがって町＝町’でなければならない。 Y1(P)は one-to-set mapping, すなわち対
135 
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???
Yi' 
図 5
応ではなくて one-to-onemapping, すなわち関数でなければならない。
(a)の証明
ここでは利潤関数冗(p)が狭義に凸であるのを証明する（図 1参照）。 o<a<lを満足
する aに対して， P,P乍品により
p(a) =ap'+ (1-a)P 
を作れば品は n次元枯本単体であり，その定義により凸集合であるから
P(<t)ESn 
町 E巧 (P),Y/巴巧(p'),YJ位）＝巧〔p(<t)〕とおけば， いま証明したばかりの定理の
(b)より巧(p)は one-to-onemapping, すなわち関数である。 したがって， 2つの異な
る activityから同じ水準の利憫をあげる事は出来ない。 Pに対して P如が最大になる
産出量ベクトルは YJ,p'に対しては町',p(a)には Y1(<t)であるから
PYパa)<PYJ
p'y 1(a)<P'リ/
したがって
(l-<t)PY1(<t)く(1-<t)PYJ
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ap'町(a)<ap'y/
この2つの式の辺々を合計すれば
また
(1-a)p町 (a)+ap'町 (a)
く(1-<t,)p町+ap'町'
=(1-a)町 (p)+a町 (p')
(1-<t,)p町 (a)+ap'町(a)=〔(1-a)p+ap'〕町(a)
=p(a)町+(a)=冗1CP(a)〕
すなわち
• 町〔p(a)〕く(1-a)町(p)+a町(p')
ゆえに町は狭義の凸関数である。ロ
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この定理から，供給対応ではなくて，供給関数について論じている場合，暗黙のうちに
diminishing returns to scaleを仮定しているのが明らかとなるのである。
定理3
巧有界，狭義の凸で，かつ無償処分の仮定を満たしているものとする。すうすると，
町(p)は品の上で連続である。
証明
p"→ pOE品であるとしよう。品は定義により compactであるから必ず集積点をその
集合の中に持ている。また，このがに対してが町を最大にする activityをリ／と
．すれば
u,v=町 (pり
となる。巧は仮定1, 2, 4により compactであるから，適当な部分点列 Yt"を取
って u,v→町0EY1となるようにする事が出来る。が→pOと取るけれども， Ytツは一
様に町° に近づくとは限らないから部分点列を取る事になるのである。また Y1はcom-
pactであるから点列の集積点を必ず，その集合の中に含んでいる。がに対して PYtを
最大にする activityは Ytツであるから
Pツ町芦p"町(pO)
したがって
137 
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P叱ず一町(pO)〕:;:=:o 
pVの部分点列に沿って収束した集積点 pOで考えれば， 上の式の符号の向きを変える事
は無いであろうから
pO 〔Yt゜一町(pO)〕:;:=o 
となる。定理2の(b)から Pが1つ決まると，それに対応する利澗を最大にする activity
は一義的に決ます。すなわち
pO 〔町一町(pO)〕=O 
あるいは
町o=町(pO)
でなければならない。この事はどのような集積点を取っても成立するから，定理が証明さ
れた事になる。ロ
供給対応から，もう 1度利澗関数にもどって考察を深める事とする。町(p)=p町 (p)
＝加l1(P)+・・・+Pふ (p)であって，定理1の(a)によって連続である。次に町は微分可
8町能であり―-=Y1.(P)となるのを以下で証明する。ただしッ1,(P)は町(p)の第 i番ap,' 
目の成分である。これは1つの価格のみが変化した場合に利潤に与える効果は，投入・産
出量がその最大値を保証するように調整されようが，全く変化せずに，そのままでおかれ
ようと， 1次近似で考える限り同じであるのを示したものである。
定理4
巧が有界で狭義に凸で無償処分の仮定を満たすものとしよう。そうすると，利澗関数
8町町(p)はどの点でも微分可能であって―-=巧.(P)となる。珈 I
証明
利潤の定義と利潤最大化から価格ベクトルの任意の変化 hに対して，
町(p+h)=(p+h)町(p+li)
2(P+h)町(p)
不等号が成立するのは町(p)は (p+h)に対する optimumな activityではないか
らである。ところが
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(p+h)町(P)=P町(p)+h町(p)
＝町(p)+h町(p)
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したがって
P町(p+h)=(p+h)町(p+h)-h町(p+h)
また
町(P)=P町(P)LP町(P+Y)
= (p+h)Y1(P+h)-hyj(p+h) 
＝町(p+h)-h町(p+h)
すなわち
町(P)2町(p+h)-h町(p+h)
であるから
町(p)一町(p+h)2-h町(p+h)
h町(p+h)2町(p+h)一町(p)
両辺から h町(p)を引けば
h町(p+h)-h町(P)2町(p+h)一町(p)-h町(p)
ところが
町(p+h):;;:::町(P)+h町(p)
であったから
町(p+h)一町(p)-h町(p):;::o
以上の結果を考え合わせると
h〔Y1(P+h)—yj(p)J 冗j(p+h) —冗1(P)—hy1(P)
¥hi :; ¥hi 
:; 0 
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定理3により町(p)は連続関数であるから， h→0 となるに従って町(p+h)-町(p)
h 
→0となる。五「は有界であるから〔町(p+h)一町(p)〕が 0 に近づくに従って，そ
h 
れに有界のベクトルーーを掛けたものもゼロに近づく。. ¥h¥ 
町(p+h)-町(p)-h町(p)
lh¥ は h→0 の時左右両辺からゼロに挟まれる事になるから
Jim町(p+h)一町(p)-h町(p)
h→ o ¥h¥ 
= Jim 〔町(p+h)-町(p)-竺
h→ o lhl lhl〕
=O (1) 
となる。すなわち町(p)は微分の定義から pESのどの Pに対しても微分可能であ
139 
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る。．ただし品は品の内点の集合である。
lim 町(p+h)一町(p)
h→ o lhl 
=/7冗
ただし r叫誓羞…，副’である。 t>oであって ei=1,0, …0, 1, 0・， OIiが
第 i単位ベクトルであるとし
h=tei 
とおく。そうすると町(p+h)一町(p)は第 i番目の価格のみがtだけ変化した事にな
る。すなわち，これが P;で町．を微分する事の意味である。また
h tei t . 
= . =-
lhl lte'I t 
e'=e' 
であり町(p)の第 i番目の成分を Yt;とすれば・
h tei 五「町(p)=詞 Yt(P)=Yt;
となり(1)式から
紐f
8P; 
Yt_(p)=O 
紐f
'=i 
8P; Yt;(P) 
が得られる。町(P)==P1Y11(P)+P2Y4PH・・・P立fn(p)であって Y1;(i=l,2, ・・, n) 
を一定として，これを直接偏微分しても同じ結論に達する。すなわち最初導かれた関係は
、かの変化によって生ずる P と町のあらゆる調整過程の末に到達したものであり，第
2番目のものは町を一定と見て P;のみで偏微分したものである。ここで両者が一致
するのが証明されたのである。ロ
系1
巧が有界であり狭義の凸であって，無償処分の仮定を満たしているものとしよう。また
町 (p)が2回微分可能であるとする。そうすると(a淫：ての iとjに対して
ay1. ay勾
'= 8P; 8P; 
＇紗 f;となっており， (b)行列 は，半正値 (positivesemi-definite)であり，特に， (c). lw;I 初I・
apj 'LOとなっている。
証明
8町定理4から一ー =Y1.(P)であるから，両辺を約で偏微分すればap, 
140 
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となる。町が2回微分可能であるから，ヤングの定理により
8切 8切
ap;aP戸疇
すなわち(2試より
8Yt; 8Yt; 
ap; aP; 
141 
が成立する。また町のヘッシャンH=Ia切 Iは対称行列となる。町は定理1によap;aP; 
り凸関数であるから Hは positiv_esemi-definiteでなければならない。柘位であって
h'HhLOとなる場合が positivesemi-definitiである。ただし hは列ベクトルとする。
次にその事を証明する。町(p)をティラー展開すると，町は2回微分可能であると仮定
したから，
1 町(p+h)=町(P)+P'町(p)h+—h'Hh
2 
H は P とp+hの間で評価されるものとする。
これから，
1 
-h'Hh=町(p+h)一町(p)-P'町(p)h2 
を得る。町は凸関数であるから o:;;:a:;;:1に対して
町〔ap'+(1-a)p迄 (1-a)町(p)+a町(p')
この場合
町(p')L町(p)+p町(p)(p'-p)
となる事を先ず証明する。
必
(3武で a>oとすれば
町〔ap'+(1-a)p〕ー 町(p)
“ が P+a(p-p')〕町(p)
a a 
町．〔P+a(p-p')〕，~(l+a)町(P)+叩(p')
＝町(p)-a町(p)+a町(p')
したがって
ゆえに
ーがP'+a(p'-p)〕—町(p)
=5:a町(p')-a町(p)
=a 〔町(p')一町(p)〕
(3) 
(4) 
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町〔P+a(p'-p〕ー 町(p)
ct, 
<町(p')一町(p)
ここで a→0とすると町は Pの連続関数であるから
lim五P+a(p-p')〕ー 町(p)
“→ 0 ct, 
=P町(p)(p'-p)
したがって
r町(p)(p'-p)::::;;:町(p')一町(p)
ゆえに、
町(p'):?:町(P)+P町(p)(p'-p)
十分性
p(a)=ap'+(1-a)p, o::;:a::;:1 
とおく。町が凸関数であるから
また
町(p'):?:冗1CP(<t)〕十r町〔p(a)〕〔p'-p(a)〕
町(p):?:町〔P(<t)〕+P町〔p(a)〕〔p-p(a)〕
p'-p(a)=P'―ap'ー (1-a)p'
=P'—ap'-p+ap 
=(1-a)p'—(1-a)P 
=(1-a)(p'-p) 
p-p(a)=p-ap'-p+aP 
=-a(p'-p) 
したがって
冗p')2町〔p(<t))+p町〔p(<t)〕0---:a)(p'-p) 
町(.P)2町〔P(<t)〕十r町〔P(<t)〕〔-a(p'-p)〕
{(5') xa) + {(6') x (1-a)}を計算すれば
a町(p')+(l-<t)町(p)
>がP(<t)〕＝町〔ap'+(l-:--<t)P〕
したがって
町〔ap'+p-a)p)::;;;:a町(p')+_(l-a)町(p)
(3) 式が成立し十分性の証明を終りうる。
町(p+h)2町(p)-p町(p)h
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(5) 
(6) 
(5') 
(6') 
生産費，利潤および供給対応（神保）
p'=p+h, h=(p'-p)とおくと
1 -h'Hh=町(p+h)一町(p)2 
1 ->o 2 
ゆえに
h'Hh2:0 
したがって町が凸関数であれば positivesemi-definiteである。
(c) 
h=tei (i= 1, 2, …， n)である点に注意すれば
e屯ei2:o
8Yt; したがって一—2:0。口8P; 
定理5
ulEY1(が）1 k=l, 2であれば (p'-pり(ut'-町）乏0となる。
証明
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利潤の定義が意味しているのは価格ベクトルが plである場合，利潤を保証す activity
はげである。それ以外の activityYlでは額はこの利潤よりも少なくなるか，せいぜ
い等しいと言いうる。すなわち
ply/zply/ 
p2リJ乏p2yfl
これらの不等式を合計して，各項をまとめれば
pl島,l+p2y/zply/+p2y /pl 
pl(u/-u/)-p2(u/-u12)zo 
(p'-pり(y/-Y12)2D
すなわち定理の結果を得る。ロ
あとがき
これは〔1〕の第3章後半に対する 1つの解釈である。今，これを私に書き続けさせた
理由は，これ及び下書きを読んで学部3年生の諸君でも原著を読みこなせるようになった
のを発見したからである。だから講義はハーン・プロセスを始めとする不均衡分析の均衡
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分析的基礎まで拡げる事が出来た。
また以上の議論を振りかえってみて， 経済学で， あまりにも屡々採用される constant
returns to scale(CR略す）に対する疑問である。ある一定の価格の下では，どの actvi-
ity水準でも利潤はゼロである。 したがって需要に見合うだけの供給量を生産すべき動
機は企業家には全く無い。 2次元の図では水平に引かれた供給曲線は右下りの需要曲線と
の交点で，あたかも均衡量が決定されるように見える。しかし，これは虚像であって何の
意味もない。始めから shadowpriceが activityにより決められており，需給の力で価
格は決定していないのであるから価格理論は主たる分析の目標を失うのである。もし CR
の場合でも経済理論に意味を持たせようとするならば「需要はそれ自からの供給を創造す
る」との仮定を入れるか，マーク・アップによる産出物価格の決定か何らかの additional
な条件を導入しなければならない。
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